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Objetivos de la clase

* Estudiar otros dispositivos descriptores de los Lenguajes Regulares:
m Expresiones Regulares (ER)
m Gramdticas Regulares (GR)
m FEquivalencias entre ER y AFND-€, GR y AFND, AFD y GR.




Expresiones Regulares (ER)
ldea Intuitiva

Consisten en una serie de caracteres que se pueden utilizar para acotar una
busqueda a los patrones deseados. Con ellas es posible realizar tareas como
extraer una lista de e-mails de un informe o conocer cuantas paginas de un sitio
web incluyen una o varias palabras determinadas en su URL.

Por ejemplo, si introduces en Google “related:” y a continuacién la direccion de

una pagina web, el buscador te devolvera paginas web similares a aquella que
indiques.




Expresiones Regulares
ldea Intuitiva

® Las Expresiones Regulares son otro tipo de notacidn para denotar lenguajes
regulares, por lo tanto definen exactamente los mismos lenguajes que las distintas
formas de autdématas que hemos visto (AFD, AFND, AFND-€).

e No obstante ofrecen algunas facilidades que los autdomatas no, una forma
declarativa de expresar las cadenas que queremos aceptar.

® Estos son lo aspectos en los que se enfocan las expresiones regulares.




Expresiones Regulares (ER)
Formalmente

Las ER utilizan las operaciones de union (+), concatenacion (.) y clausura de
Kleene (*).

Una ER sobre algun alfabeto 2 se define recursivamente de la siguiente manera:

Base:

1. @ esunaER, que denota el lenguaje @, es decir L(@) = @

2. AesunaER, que denota el lenguaje {A}, es decir L(A) = {A}
3. a € 2ZesunakER, que denota el lenguaje {a}, L(a) = {a}




Expresiones Regulares (ER)
Formalmente

Induccion:

4. SiEvyFsonER,luego E.F es una ER, que denota la concatenacion de L(E) y L(F),
L(E.F) = L(E).L(F)

5. SiEyFsonER,luegoE +FesunaER, que denota la union de L(E) y L(F), L(E + F) =
L(E) U L(F)

6. SiEesunakER, luego E* es una ER, que denota la clausura de L(E), L(E¥) = (L(E))*

Si E es una ER, luego (E) es una ER, que denota el mismo lenguaje que E, L((E)) =
L(E)

—
La asociatividad es de izquierda a derecha.




Expresiones Regulares
Funcion de Valuacion

Definicion: la funcién ¢ : Lgg — 2%, es denominada la funcién
de valuacion. Lgg es el conjunto de todas las posibles
expresiones regulares. ¢ toma como argumento una ER bien
formada (segun definicion anterior) y da como resultado el
conjunto de cadenas denotado por dicha ER. Luego:

> &(0) = {}, el conjunto vacio.

> &()\) = {\}, el conjunto formado por la cadena de longitud
nula.

» &(a) = {a}, el conjunto formado por la cadena a.
» ®(E.F) = ®(E).®(F), concatenacion de conjuntos.
» O(E + F) = ®(E) U P(F), la union de conjuntos.

» &(E*) = ¢*(E), clausura de un conjunto.

> O((E)) = P(E).




Expresiones Regulares
Ejemplos

Sea 2 ={a,b,c}, determinar cual es el lenguaje que denota cada ER:

1- a es una ER y denota el conjunto {a} (P(a) = {a}).

2- (a + b) es una ER y denota el conjunto {a} U {b}={a, b}

3- (ab + bc)*, es una ER y denota el conjunto ({ab}U {bc})*

4- (a+b*) a* (bc)* es una ER y denota el conjunto ({2} U {b}").{a} {bc}




Expresiones Regulares
Ejemplos

Sea 2 ={a, b}, construir ER para los siguientes lenguajes:

1- El lenguaje de todas las cadenas que empiezan con b y terminan con a.

2- El lenguaje de todas las cadenas que tienen exactamente dos a’s.

3- El lenguaje de todas las cadenas que tienen niumero par de simbolos.

4- El lenguaje de todas las cadenas que tienen un nimero par de a’s.




Ejemplos (Cont.)

Sea 2 ={a,b}, soluciones propuestas a los ejemplos de la pagina anterior:

1-b(a+b) a

2-b"ab’ab’

3- (aa + ab + ba + bb)®

4-b"(ab a)’b" 6b" (b'ab’ab’)b” 6 b (A +ab’a)’

Se deja como ejercicio determinar cual/cuales de la ER del item 4, es/son correcta/s.




Expresiones Regulares
Ejemplos

Se pueden utilizar ER para describir, por ejemplo: nombres de los
identificadores, los numeros, palabras claves, etc.




Equivalencias
Entre ERy AF

Para mostrar que las ER definen la misma clase de lenguajes que los AF, es decir
los LR, se debe mostrar que:

Todo lenguaje aceptado por un AF es denotado por una ER.

Todo lenguaje denotado por una ER es aceptado por un AF.
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De ER a AF

<, . . . . ,
*%* A partir de la demostracion del siguiente teorema obtendremos un método para

obtener un AF dada una ER:

Teorema: todo lenguaje denotado por una ER es también aceptado por un AF.

* Veremos que este AF es un AFND-&




De ER a AF
Demostracion (bibliografia paginas 102 a 107)

® Supongamos que L = L(R) para una expresién regular R.
® Mostramos que L = L(R) = L(E) para algun AFND-€ E, siendo E tal que:

*  Tiene exactamente un estado final.

*  No hay arcos que llegan al estado inicial.

*  Sin arcos que salgan del estado final.

La prueba es por induccion estructural sobre R (es decir, sobre el numero de
operadores), siguiendo la definicidon recursiva de ER.




De ER a AF

Demostracion (Cont.)

= Caso base: el numero de operadores es O (no hay
alguno), la ER r corresponde a alguna de O, A, a
como se muestra en la Figura para los casos base.

© 0

(a)r_ () r =0

(c)r=a

Paso inductivo: Se asume que la afirmacion es
verdadera para toda ER con menos de i
operadores, para i>=1. Sea r con | operadores:




De ER a AF

Demostracion (Cont.)

1. r = ry + r9, ambos r; y ry tienen menos de i -
operadores. Aplicando la HI: existen AFND-¢

M, = (Ql,zlaéla%ls{fl})
M, = <Q2a22a62aq02s {f2}>

tales que L(M;) = L(r1) y L(M3) = L(r2). Se
asume que @; y Q2 son disjuntos.

El AFND—¢ resultante serd

M= (Ql UQg U {qo,fo},zl U Z2a5aqoa {fo}>

Por tanto :

L(M) = L(M;) U L(M>)



De ER a AF

Demostracion (Cont.)

2. r = 1rrye. Sean M, M, como el caso anterior.
Entonces

M= (Ql U Qz, U 22353 Go1, {f2}>

©

@ »

L(M) = L(M,)L(M>)




De ER a AF

Demostracion (Cont.)

3. r =r]. Sea M; como los casos anteriores

M = (Ql U {Qos fo}s 21,61$q03 {fO})




De ER a AF
Ejemplo

Construir un AFND-€ para la ER01" + 1, lo haremos paso a paso:
r1=01"yr2 = 1. El AFND-€ para r2 es:

0@

Ahora, r1 =r3r4,donder3=0yr4=1". E|l AFND-€ para r3 es:

-~

Ahora, r4 =r5", donde r5 = 1. El AFND-€ para r5 es:




De ER a AF ; l

Ejemplo (Cont.)




De ER a AF

Ejemplo (Cont.) w
o (0




Equivalencias (Cont.)
Entre ERy AF

Si bien la construccion de como obtener la ER a partir del AF requiere un poco de
esfuerzo, desde el punto de vista prdctico, es obviamente importante desde el punto

de vista teorico, para completar la prueba de que los lenguajes aceptados por AF son
los mismos que los denotados por ER, es decir los LR.

Teorema: todo lenguaje aceptado por un AFD es también denotado por una ER.




Leyes Algebraicas de las ER

Sean a, 3y v expresiones regulares, entonces:
1. a+8=0+a
2. (a+B)+yvy=a+(B+7)
3. (aB)y = a(Bv)
4. o(B+v) = af + ay
5. (a+B)y=ay+ By
6
7
8

Dt+ta=a+0=a
. AC = OA =@
. Da=ad =0
9. at+a=«a
10. aa* = o™«
11. ac* 4+ A = a*
12. (a*B*)* = (a + B)*
18, (&™) =u"




Gramaticas Regulares

® Definicion:

En una gramatica regular G = (N, %X, P, S), las producciones
en P pueden ser solamente de la siguiente forma:

1. X —=aY,conX,YeNyack
2. X —vaconXeNyaeckL

Con la siguiente excepcion. Si A debe ser generada por la
gramatica, se permite la produccion, S — A\ mientras el
simbolo distinguido no aparezca en la parte derecha de alguna
produccion.

La familia de lenguajes aceptados por AFs es equivalente a la
familia de lenguajes generados por gramaticas requlares y a
los denotados por ERs.




Gramaticas Regulares
Relaciéon Deriva

» Sean a.3.4,7 € (XU N)*, definimos la relacion deriva (=)
sobre (X U N)* como sigue:
day = 6B sil Ja — B € P
Esto significa que 43y es obtenida a partir de day por la
aplicaciéon de la regla o producciéon a« — 3 € P

» Siag= a1 = ..=apconn>0ya;e (NUX)* para
i € {0,1, ..., n}, luego decimos que «g = ap, es decir la
clausura reflexo- transitiva o que «g deriva en 0 o mas

pasos en .




Gramaticas Regulares
Relaciéon Deriva (Cont.)

» Siape (XUN)* luego ap es denominado una forma
sentencial.

» Siap € X*, es una sentencia del lenguaje.

Lenguaje generado:

Definicion: El lenguaje generado por una gramatica G de-

notado L(G) es el conjunto, L(G) = {x € £*|S = x}.




Gramaticas Regulares

Ejercicio
1.S — aA
Determinar usando la relacién deriva (=) qué cadenas 2.S — bA
genera la gramdtica, para luego obtener cudl es el 3.A—aB
lenguaje que generado por la misma: 4 A — bB
5.A—a
6. B — aA
7.B — bA

El lenguaje generado por la gramdtica es el de las cadenas sobre

2 = {qa, b}, de longitud par terminadas en a.




Gramaticas Regulares
Ejercicio

Construir una gramdtica regular que genere el lenguaje de las palabras, sobre 2 = {a, b},
que contienen la subcadena bb.

1. A — aA
. A — bB
. B — aA
.B — bC
.B—-Db
.C — aC
.C — bC
.C — a
.C —>b

OONOOOAMON




Equivalencia de GR a AFND

Teorema: La clase de los lenguajes generados por gramaticas
regulares es exactamente la de los lenguajes regulares.

La prueba de este teorema consiste en dar un procedimiento
para, a partir de una gramatica dada, construir un autémata
finito y viceversa.

Dicho procedimiento es directo, y consiste en asociar a los
simbolos no terminales de la gramatica, los estados del
automata:

Es decir, para cada regla A — bC en la gramatica, tendremos
d(A, b) = C, en el autobmata.

Pero qué sucede con las reglas del tipo A —» b, para estos
casos tendremos las transiciones (A, b) = Z, donde Z es un
nuevo estado, que no esta asociado a ningun no terminal y
ademas es el Unico estado final del autémata.

El estado inicial es el rotulado con el simbolo distinguido.




Equivalencia de AFD a GR

De manera similar, a la construccion anterior, se puede obtener
a partirde un AFD M = (Q, X, qov, d, F), la gramatica regular
que genere el mismo lenguaje.

La idea es, para cada transicion 6(p, o) = g, habra en la
gramatica una regla Xp, — 0Xg, con X; el no terminal de la
gramatica que corresponde al estado / del AFD.

Pero falta determinar como obtener las reglas X, — o, que son
las que permiten terminar una derivacion.

La aplicacion de este tipo de reglas debe corresponder al
consumo del ultimo caracter de una palabra aceptada en el
AFD, pero para ello necesariamente nos debemos encontrar

en un estado final.




;DUDAS?




